
Wie merke ich mir die Additionstheoreme?

Sinus und Kosinus

Es gilt bekanntlich (Eulersche Formel):

ei·x = cos(x) + i · sin(x).

Also Re(ei·x) = cos(x) und Im(ei·x) = cos(x). Somit bekommen wir:

(cos(α+ β) + i · sin(α+ β)) = ei·(α+β) = ei α · ei β

= (cos(α) + i · sin(α)) · (cos(β) + i · sin(β))

= (cos(α) cos(β)− sin(α) sin(β))

+ i · (cos(α) sin(β) + sin(α) cos(β)).

Vergleich von Real- und Imaginärteil liefert:

cos(α+ β) = cos(α) cos(β)− sin(α) sin(β),

sin(α+ β) = cos(α) sin(β) + sin(α) cos(β).

Andere Formeln können hieraus hergeleitet werden. So folgt sofort:

cos(α− β) = cos(α) cos(−β)
︸ ︷︷ ︸

cos(β)

− sin(α) sin(−β)
︸ ︷︷ ︸

− sin(β)

= cos(α) cos(β) + sin(α) sin(β).

Oder auch:

cos(2α) = cos2(α)− sin2(α) = 1− 2 sin2(α).

Und somit:

sin2(α) =
1

2
−

1

2
· cos(2α).

Interessant ist auch folgende Umformung:

cos(α+ β) + cos(α− β) = 2 · cos(α) cos(β).

Damit gilt dann für folgende Stammfunktion, falls α 6= ±β:

∫

cos(αx) cos(βx) dx =
1

2

∫

cos((α+ β)x) + cos((α− β)x) dx

=
1

2

(
1

α+ β
sin((α+ β)x) +

1

α− β
sin((α− β)x)

)

.

Analog findet man Stammfunktionen von sin(αx) sin(βx) und sin(αx) cos(βx).
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Sinus Hyperbolicus und Kosinus Hyperbolicus

Per Definition sind cosh(x) und sinh(x) der gerade bzw. ungerade Teil von ex. Das heißt:

cosh(x) =
ex + e−x

2
, sinh(x) =

ex − e−x

2
.

Also cosh(x) + sinh(x) = ex und cosh(x)2 − sinh(x)2 = 1. Weiter gilt:

cosh(α+ β) + sinh(α+ β) = eα+β = eα · eβ = (cosh(α) + sinh(α)) · (cosh(β) + sinh(β))

= cosh(α) cosh(β) + sinh(α) sinh(β)

+ cosh(α) sinh(β) + sinh(α) cosh(β).

Betrachte ich die linke Seite und rechte Seite jeweils als Funktion in zwei Variablen α, β

so folgt durch Vergleich der (eindeutigen) geraden und ungeraden Teile:

cosh(α+ β) = cosh(α) cosh(β) + sinh(α) sinh(β),

sinh(α+ β) = cosh(α) sinh(β) + sinh(α) cosh(β).
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